Pesquisa Operacional I - A inversa no Simplex & Dual-Simplex Alexandre Checoli Choueiri

L7 - A inversa no simplex & Dual Simplex

1 A inversa no simplex

1. Um modelo de PL na forma padrao pode ser escrito na forma matricial:

min z = ¢'x

Ax=b
x>0
Ainda, considerando um conjunto de varidveis basica em uma solucao qualquer, podemos
reescrever esse modelo separando todos os coeficientes referentes as varidveis bésicas (B) e nao
basicas (N), como:
min z = ckxp + chxy
BXB + NXN =b

x>0
Em que:
e ck e c¥ sdo os vetores dos coeficientes das varidveis bédsicas e nao bdsicas na fungao
objetivo.

e B e N sao as submatrizes da matriz tecnoldgica, referentes as colunas das variaveis bésicas
e nao bésicas.
e b é o vetor dos recursos.

Considere o modelo de PL a seguir, e faca o que se pede:

max z = 5x1 + 2
10z + 1225 < 60
201 + 29 <6
x1,22 20

(a) Escreva o modelo na forma matricial (encontre os elementos ¢’ ,x,A b e reescreva o sis-
tema com eles — primeira forma matricial acima).
RESPOSTA:
Para encontrar esses valores o modelo precisa estar na forma padrao:

min z = —5x1 + —2x9
10z + 1229 + 23 =60
201 + x9 + ry =06

1,72 20

Assim, temos que:

10 12 1
A_{Q 1 0 1
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Tl

o 60 o Zo
b—[ 6}){- .
T4

Reescrevendo o modelo na forma matricial:

T
. T2
m1nz:[—5 -2 0 0]
€3
Ty
Sujeito a:
1
10 12 1 0O Ty | 0
2 1 01 z3 | | 6
T4

Considerando a solugdo bésica x5 = (z1, x4), reescreva o sistema na forma matricial com

a separagao das varidveis bdsicas (segunda forma matricial acima).
RESPOSTA:

Assim, temos que:

Reescrevendo o modelo na forma matricial:

minz = [ -5 0][;1}+[—2 0}{“”2}

10 0 [ae] [12 1][a] _[60

2 1 T4 1 0 x3 | | 6
A solugao basica 25 = (z1,74) é factivel? (use a inversa de B para verificar os valores
atualizados de b , e verifique se eles sao > 0).
RESPOSTA:

Primeiro calculamos a inversa da base, dada por:

EH

Sujeito a:

Agora podemos calcular o valor atualizado de b pela tabela genérica (que fornece o valor
das varidveis bésicas):
B™'b
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Assim
1/10 0 60 | | 6
~1/5 1] 6 || -6
Assim, temos que xp = (21,72)7 = (6,—6). Como x5 < 0 a solucdo ndo € factivel.

(d) Sabe-se que a solucio 6tima é dada por 25 = (x3,21). Reconstrua todo o quadro Simplex

com essa informacao (use a inversa de B para recuperar todo o quadro).

RESPOSTA:

Com zk§ = (x3,21), temos os seguintes dados:

1 10 [ s
ol 2 e[

1120 | a2
=T e[
Temos a inversa da base:

Podemos recuperar os valores da tabela final com:

XB XN —z
0 (ck—cEB™'N) —cLB™'b
I B !N B~ b

Tabela 1: Quadro Simplex genérico

Como sabemos que x5 = (z3,71), inicialmente temos a seguinte Tabela (Tabela 2):

X i) T3 Xq -Z

VB 0 22 0 77 77
s 0?7 1 77 7
0 1 22 0 77 7

Tabela 2: Tabela inicial
Calculando o valor N atualizado:
T B 12 0| 7 =5
B N_[O 1/2][ 1 1]_{1/2 1/2}

Atualizando os valores no quadro Simplex (Tabela 3):
Calculando os valores atualizados de ¢

(cy—cpB'N)=[ -2 0]-[0 —5}“ 1/5;H112 (”:[1/2 5/2 ]
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X i) €T3 Xrq -Z
vB 0 7 0 77 77
zg 0 7 1 -5 77
1 1/2 0 1/2 77

Tabela 3: Inserindo N

T i) I3 Ty B/
VB 0 1/2 0 5/2 77
zg 0 7 1 -5 77
1 1/2 0 1/2 7

Tabela 4: Inserindo c%;

Atualizando a Tabela (Tabela 4)
Calculando os valores atualizados de b:

SNEIHEN

Atualizando na Tabela temos (Tabela 5): Finalmente calculamos o valor de -z atualizado:

T1 T2 I3 Ty -7z
VB 0 1/2 0 5/2 77
zz 0 7 1 -5 30
1 1/2 0 1/2 3

Tabela 5: Inserindo b

—ctB 7 'b=—0 —5]{5 1_/52} {660]=15

Assim, o quadro completo fica (Tabela 6):

T T2 I3 Ty -7z
VB 0 1/2 0 5/2 15

s 0 7 1 -5 30
1 12 0 1/2 3

Tabela 6: Inserindo -z
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2 Dual Simplex

2. Uma empresa produz dois produtos 1 e 2, e ambos sao produzidos a partir de duas matérias
primas, A e B. Uma unidade do produto 1 demanda 2 unidades da mp A e 4 da B. J4 uma
unidade do produto 2 demanda 1 unidade da MP A e 5 da B. Existe um estoque de 5 unidades
de A e 15 de B. Cada unidade do produto 1 é vendida a 10 reais e cada unidade do produto 2
a 7. Faca o que se pede:

(a) Encontre a solugao étima do problema pelo método Simplex e mostre a solugao na regiao
factivel (modelo ja resolvido na lista de Simplex Fase 2).

RESPOSTA:
Forma padrao:

min z = —10x1 — 729
211 + x9 + 3 =5
4r1 +5x9 + x4 =15

x1,22 >0
T ZTo T3 Ty -7 X1 xTo T3 Ty B/
vB -10 -7 0 0 O VB 0 | -2 5 0 25
T3 2 1 1 0 5 Ty 1 1/2 1/2 0 5/2
xy |4 5 0 1 15 za 0 3 -2 1 5
Tabela 7: Ex. 2a tabela inicial Tabela 8: Ex. 2a iteragao 1
Iy T2 I3 T4 -7
vB 0 o0 11/3 2/3 85/3
1 1 0 5/6 -1/6 5/3
g 0 1 -2/3 1/3 5/3

Tabela 9: Ex. 2a tabela iteracao 2

Solugao dtima com valores xp = (z1,22) = (5/3,5/3) e xn = (x3,24) = (0,0) e fungao
objetivo com custo -85/3 (voltando ao problema de maximizagao o custo é de 85/3). O
caminho simplex percorrido foi: (21, z2) = (0,0), (x1,22) = (5/2,0), (z1,22) = (5/3,5/3),
como mostrado na Figura 1.

(b) A empresa teve o espaco fisico reduzido, de forma que consegue armazenar no maximo 1
unidade do produto 1. A solugao 6tima encontrada anteriormente continua 6tima? Mostre
graficamente (represente a nova regiao factivel). Se ela ndo continuar Gtima, reotimize o
problema usando o método dual Simplex.

RESPOSTA:
A nova regiao factivel é dada pela Figura 2. Pela Figura percebemos que a solucao étima
anterior nao é mais factivel. Inserindo a nova restrigao (com a varidvel de folga x5):

1 +x5=1
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-2.5

Figura 1: Solug@o 6tima original

Figura 2: Solugao infactivel

Adicionando a nova restrigdo no quadro 6timo anterior, temos a Tabela 10, que nao esta
na forma canoénica em relacao a x;. Realizando a operagao L4 + L4 — Lo obtemos a
tabela canonica 11.
Assim, a tabela estd canodnica, temos b < 0 e ¢ > 0, de forma que o método Dual simplex
pode ser aplicado. Selecionando a varidvel x5 para sair da base (b = -5) e x3 para entrar
( 11/3
—5/6
com a nova solucao 6tima:

), temos o elemento pivo ay3. Realizando o pivoteamento obtém-se a Tabela 12,
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X1 To &3 T4 Ty -Z T i) I3 T4 Ts5 -7
VB 0 0 11/3 2/3 0 85/3 VB 0 0 11/3 2/3 0 85/3
T 1 0 5/6 -1/6 0 5/3 T 1 0 5/6 -1/6 0 5/3
To 0 1 -2/3 1/3 0 5/3 To 0 1 -2/3 1/3 0 5/3
5 1 0 0 0 1 1 B 0 0 -5/6  1/6 1 -2/3
Tabela 10: Ex. 2a insercao da nova restri¢ao Tabela 11: Ex. 2a forma candnica
Ty xTo I3 T4 ZTs -Z
VB 0 0 0 7/5  22/5 127/5
1 1 0 0 0 1 1
To 0 1 0 1/5  -4/5 11/5
T3 0 0 1 -1/5 -6/5 4/5

Tabela 12: Ex. 2a solugao Dual-Simplex 6tima
3. Considere o modelo do sapateiro, dado por:

21 : Quantidade sapatos produzidos/hora
x9 : Quantidade cintos produzidos/hora.

max Z(x1,22) = 51 + 229
Sujeito a 1021 + 1229 < 60
21 + 1o <6
1,29 € RT

Cujo quadro Simplex étimo é dado pela Tabela 13

r1 X2 T3 X4 -7
VB 0 1/2 0 5/2 15

zs 0 7 1 -5 30
1 12 0 1/2 3

Tabela 13: Tabela étima modelo do sapateiro

O sapateiro fechou um contrato com um cliente que exige que a quantidade de sapatos -+ cintos
seja de exatamente 2 unidades.
(a) A solugao 6tima atual que o sapateiro possui satisfaz essa nova restricao? Mostre grafi-

camente.
RESPOSTA:
A nova restricao nao satisfaz a solugao étima atual, como mostrado na Figura 3. A regiao
factivel do problema original é mostrada em azul claro, e a nova regiao factivel é dada
pela reta ligando o ponto A e B.
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Figura 3: Solugao 6tima antiga e nova restrigao - sapateiro

(b) Encontre a nova solucdo 6tima a partir da antiga usando o método dual Simplex. DICA:

Lembre-se que uma equagao pode ser escrita como duas inequagoes, use essas inequagoes
para dar inicio no dual Simplex:

T+ a9 <2

T +x9 =2 ¢ equivalente a:
{1 : E {3314-30222

RESPOSTA:

Primeiramente adicionamos as duas novas restrigoes com as suas respectivas variaveis de
folga (equivalentes a restrigao original) no quadro 6timo, de forma que obtemos o quadro
da Tabela 14. Com a inser¢ao das restri¢oes o quadro deixa de estar na forma candnica.
Realizamos as seguintes operacoes Ly <— Ly — Ls e Ls < L5 + Ls para obter o novo
quadro na forma candénica mostrado na Tabela 15.

T T T3 Ty Iy Te v/ Tq i) €T3 Ty Iy Te -7
VB 0 1/2 0 5/2 0 0 15 VB 0 1/2 0 5/2 0 0 15
T3 0 7 1 -5 0 0 30 T3 0 7 1 -5 0 0 30
T 1 1/2 0 1/2 0 0 3 T 1 1/2 0 1/2 0 0 3
7?7 1 1 0 0 1 0 2 s 0 1/2 0 -1/2 1 0 il
7?7 -1 -1 0 0 0 1 -2 T 0 -1/2 0 1/2 0 1 1
Tabela 14: Tabela inicial nao canodnica Tabela 15: Tabela canonica

Portanto, a nova solucao étima é (z1,22)% = (2,0), com lucro de 10, como mostrado no
ponto A da Figura 3.

4. O método dual Simplex pode ser utilizado para encontrar a solugao de um PL quando nao
temos uma soluc¢ao inicial factivel, ou seja, aplicamos o Dual-Simplex ao invés do método das
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vB 0 3 0 0 5 0 10
rg 0 2 1 0 -10 0 40
1 10 O 1 0 2
zy 0 -1 0 1 -2 0 2
zs 0 0 0 0 1 1 0

Tabela 16: Tteragao 1 (6tima) modelo do sapateiro

varidveis artificiais (nem sempre isso é vantajoso ou possivel, cada problema deve ser avaliado
isoladamente). Considerando o modelo de PL:

min Z(x1,22) = 221 + 329
Sujeito a T+ x9 > 10
201 +x9 < 16
T1,To € Rt

Encontre a solugao 6tima por meio do método dual Simplex, e em seguida represente a regiao
factivel e a solug¢ao o6tima graficamente.
RESPOSTA:

O modelo na forma padrao fica:

min Z(x1,22) = 221 + 329
Sujeito a r1+xo —a3 =10
201 + x9 + x4 = 16
T1,To € R

As premissas para aplicarmos o Dual-Simplex sao:

(a) A tabela estd na forma canonica.
(b) Todos os coeficientes da fungao objetivo sao > 0 factibilidade dual.
(¢) Pelo menos um valor de b < 0 infactibilidade primal.

A tabela nao estd na forma canoénica em relacao as varidveis x3 e x4 (condicao a), para isso
basta multiplicarmos a restri¢ao 1 por -1. Os coeficientes da fo ja sao todos positivos (condicao
b), e ao multiplicarmos a primeira restri¢do por -1 geramos um valor de b < 0, de forma que
podemos aplicar o método dual Simplex. A tabela canonica apds as transformagoes é mostrada
na Tabela 17, apds isso 0 método é aplicado normalmente (Tabela 18, 19 e 20).

Dessa forma temos a soluciao 6tima com (z1,72)”7 = (6,4) e custo z = 24. A regido factivel
junto ao ponto 6timo é mostrado na Figura 4
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X To I3 Ty -7

VB 2 3 0 0 0
x5 1 1 -1 0 10
s 2 1 0 1 16

Tabela 17: Tabela inicial nao canodnica

0 -20
1 1 1 -1 0 10
1 -4

Tabela 19: Iteragao 1

T T2 I3 Ty -Z

VBI27°3 0 0 0
z3 -1 -1 1 0 -10
z, 2 1 0 1 16

Tabela 18: Tabela canonica

VB 0 0 1 24
z 1 0 1 1 6
> 0 1 2 -1 4

Tabela 20: Iteracao 2 (6timo)

7 6 5 -4 3 2 10 1 2 3 4 5 6 7 é\g 1{)\\ 11 12 13 14 15 16

Figura 4: Solugao 6tima
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